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Mathématiques, Problème 2

Ce problème est dédié à la construction de certains sous-groupes du groupe SL2(R) des matrices 2× 2 à
coefficients dans R et de déterminant égal à 1, ainsi que du groupe PSL2(R) que nous définirons ci-dessous.

Nous rappelons que si K est un groupe, le sous-groupe engendré par des éléments x1, . . . , xk ∈ K est le
plus-petit sous-groupe de K contenant x1, . . . , xk.

Soit G un groupe (dont l’élément neutre sera noté e), et soit H et H ′ deux sous-groupes de G. On dit
que G est le produit libre de H et H ′ si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

– G est engendré par les éléments de H et de H ′.
– Soit n un entier positif, et soit g1, . . . , gn dans H ∪H ′, tous différents de e. Supposons que pour tout
i ∈ {1, . . . , n− 1}, on a soit (gi ∈ H et gi+1 ∈ H ′) soit (gi ∈ H ′ et gi+1 ∈ H). Alors

g1 . . . gn 6= e.

Si G est le produit libre de H et H ′, on notera G = H ∗H ′.

1. Soit G un groupe. Supposons que G est le produit libre de sous-groupes H et H ′.

(a) Montrer que H ∩H ′ = {e}.
(b) On suppose que ni H ni H ′ ne sont réduits au groupe trivial {e}. Prouver que G n’est pas abélien.

(c) Soit G̃ un groupe et f : H → G̃ et f ′ : H ′ → G̃ des morphismes de groupes. Montrer qu’il existe

un unique morphisme de groupes f̃ : G→ G′ tel que f̃|H = f et f̃|H′ = f ′.

2. Soit a, b ∈ R, on considère les matrices

A =

(
1 a
0 1

)
et B =

(
1 0
b 1

)
.

Pour tout entier i > 0, soit ni et mi des entiers non-nuls. On définit une suite

M0 = Id, M2i+1 = M2iA
ni et M2i+2 = M2i+1B

mi .

Soit i un entier, on note c(2i) le coefficient d’indice (1, 1) dans M2i, et c(2i+ 1) le coefficient d’indice
(1, 2) dans M2i+1,de telle sorte que

M2i =

(
c(2i) ∗
∗ ∗

)
et M2i+1 =

(
∗ c(2i+ 1)
∗ ∗

)
.

On note aussi H le sous-groupe de SL2(R) engendré par A et H ′ le sous-groupe de SL2(R) engendré
par B. Soit G le sous-groupe de SL2(R) engendré par A et B.

(a) Supposons que a, b ≥ 2.

i. Montrer que |c(n)| ≥ n+ 1 pour tout n > 0.

ii. En déduire que G = H ∗H ′.

iii. Montrer que G est un groupe discret :pour tout g ∈ G, il existe un ouvert U dans M2(R) tel
que U ∩G = {g}.

(b) Supposons a = b = 1. A-t-on G = H ∗H ′ ?

3. On considère désormais les matrices dans SL2(R) comme des fonctions de R2 dans lui-même. On garde

les notations précd́entes et G,H,H ′ sont définis comme en 2.

(a) Montrer qu’il existe 2 ouverts non-vides disjoints X et X ′ de R2 tel que
– si h ∈ H \ {Id}, alors h(X) ⊂ X ′,
– si h ∈ H ′ \ {Id}, alors h(X ′) ⊂ X.

(b) Soit n un entier positif, soit h0, . . . , hn des éléments de H \ {Id} et soit h′1, . . . , h
′
n dans H ′ \ {Id}.

En utilisant les questions précédentes, montrer que

h0h
′
1h1 . . . h

′
nhn 6= Id.

(c) Sans utiliser les résultats de la question 2, montrer à nouveau que G = H ∗H ′.
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4. On introduit un nouvel élément noté ∞, et on définit R comme la réunion de R et {∞}. Soit alors
PSL2(R) le groupe des fonctions

f : R→ R

telles que f(x) = ax+b
cx+d si x ∈ R et cx+d 6= 0, f(x) =∞ si cx+d = 0, f(∞) = a

c si c 6= 0 et f(∞) =∞
si c = 0, où (a, b, c, d) ∈ R4 et ad− bc = 1. La loi de groupe est donnée par la composition de fonctions.

(a) Montrer que PSL2(R) est bien un groupe, et montrer qu’il existe un morphisme de groupe surjectif
ρ : SL2(R)→ PSL2(R). Quel est son noyau ?

(b) Montrer qu’il existe exactement deux éléments S et T de PSL2(R) tels que

S(x) =
−1

x
et T (x) = x+ 1

pour x ∈ R \ {0}.
Soit H le sous-groupe de PSL2(R) engendré par S, et soit H ′ le sous-groupe de PSL2(R) engendré
par T . Soit G le sous-groupe de PSL2(R) engendré par S et T .

(c) Montrer que H et H ′ sont des groupes cycliques finis.

(d) Montrer qu’il existe deux sous-ensembles disjoints non-vides X et X ′ de R tel que
– si h ∈ H \ {Id}, alors h(X) ⊂ X ′,
– si h ∈ H ′ \ {Id}, alors h(X ′) ⊂ X.

(e) Montrer que G = H ∗H ′.

5. On note PSL2(Z) le sous-groupe de PSL2(R) des f tels que f(Z) ⊂ Z.

(a) Montrer que G = PSL2(Z).

(b) Soit S̃ et T̃ des éléments de SL2(R) tels que ρ(S̃) = S, ρ(T̃ ) = T ; on note H̃ le sous-groupe de
SL2(R) engendré par S̃ et H̃ ′ le sous-groupe engendré par T̃ . On note enfin G̃ le sous-groupe de
SL2(R) engendré par S̃ et T̃ .

i. Montrer que G̃ = SL2(Z).

ii. Montrer que G̃ n’est pas le produit libre H̃ ∗ H̃ ′.
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